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Resumen 

Se considerara el problema de contar el subconjunto de caminos de Dyck contenido en un 
diagrama de Ferrers. Esta enumeración atañe al canteo de los elementos en una rama del árbol 
de Kréwéras. Mediante el uso de diagramas de Ferrers asociados a los caminos de Dyck, hemos 
desarrollado métodos de comparación y de descomposición de diagramas para obtener fórmulas 
enumerativas en términos de números de Catatan. Estos métodos han sido desarrollados en 
forma de algoritmos y codificados en SA GE para su verificación. 

1. Introducción 

El estudio de los caminos Dyck es un tema central en la combinatoria, ya que proporcionan una de las 
muchas interpretaciones de los números de Catalan. Una visión parcial se puede encontrar, por ejemplo, 
en la presentación integral de Stanley de la combinatoria enumerativa [18] (vea también El). Como 
lenguaje generado por una gramática algebraica se caracteriza en términos de un lenguaje de Dyck, que 
son importantes en la informática teórica, como en [7|. En un alfabeto de dos letras que corresponden a 
las expresiones entre paréntesis y así se pueden interpretar en términos de caminos en un cuadrado. Entre 
las muchas generalizaciones posibles, es natural considerar caminos en un rectángulo, véase, por ejemplo 
Labelle y Yeh m, y más recientemente Duchon [6| o Fukukawa |8|. En la combinatoria algebraica los 
caminos Dyck están relacionados con las funciones de Parking y la teoría de la representación del grupo 
simétrico [9]. En otras ciencias como en la biología, los encontramos juntos a las particiones no cruzadas 
y a los árboles explicando las estructuras del ARN, por ejemplo en los trabajos Schmitt y Waterman [16] , 
Simion m, o Bakhtin y Heitsch[T]. La motivación para el estudio de estos objetos se debe a un intento 
de comprender mejor los vínculos entre ellos. En otras palabras, en el presente trabajo mostramos un 
método para obtener formulas enumerativas para los caminos situados en ramas del árbol de Kréwéras 
m usando los números de Catalan y los diagramas de Eerrers. Mas precisamente, los resultados principales 
de este articulo son el método de comparación de diagramas, el método de descomposición y el 
desarrollo de formulas enumerativas en términos de números de Catalan. 

2. Definiciones y notaciones 

Hemos utilisado la notación de Lotario M- Una alfabeto es un conjunto finito S, cuyos elementos se 
llaman letras. El conjunto de palabras finitas más S se denota S* y S"*" = S* \ {e} es el conjunto de 
palabras no vacíos donde e € S* es la palabra vacía. El número de apariciones de una letra dada a en la 
palabra w se denota |t(;|Q, y |t(;| = 1^1“ la longitud de la palabra. 

Palabras y caminos de Dyck. Es bien conocido que el lenguaje de las palabras Dyck en S = {0,1} es 
un lenguaje generado por la gramática algebraica D —> ODID + e. Estos son enumerados por los números 
de Catalan (ver im), 

Catn — —- I I, 

y pueden ser interpretados como los caminos inscriptos en un retículo de forma cuadrada que no cruzan 
la diagonal, n x n usando pasos hacia la derecha y hacia bajo (see Fig. [I](A)). 
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Figura 1. Caminos de Dyck y diagramas de Ferrers. 


Más precisamente, un camino (a, 6)-Dyck es un camino sudeste en un retículo, comenzando en (0, a) y 
terminando en (6,0),que se mantiene por debajo de la (a, 6)-diagonal, siendo esta el segmento de une los 
puntos (0, a) y (6,0). En la Figure [U vemos los caminos 010101 y 01011011 respectivamente. 

Alternativamente cada palabra puede ser codificada como un diagrama de Ferrers correspondiente este 
al conjunto de casillas a izquierda de la trayectoria. Es habitual, identificar a los diagramas Ferrers por 
el número de casillas en cada línea, lo que corresponde por lo tanto a las particiones: 


( 1 ) 


A — [Aa_i, Xa-2, • • • , Al], 


con Xa-l < 


donde 1 < í < a — 1. 


Por ejemplo en la Figurad! los caminos son codificados por las secuencias [2,1,0] and [3,1, 0], respecti¬ 
vamente. Los casos donde (a, 6) son coprimos, o b = ak son de particular interes. Para el caso de 6 = ak, 
con A: > 1, el cardinal esta dado por la formula de Fuss-Catalan (see ¡ni)- 

_ 1 fak + a' 

Si a y 6 son coprimos, obtemos la formula "general”de Catalan: 

1 ía + b 
a 




En particular, cuando a = p es primo, b y p son coprimos, o 6 es un múltiplo de p. Por lo tanto el 
número correspondiente de caminos Dyck es: 


\^p,b\ — 


( 1 /'P+fcj 
_ ) p+b\ p J 


si mcd(p, 6) = 1, 




El problema boleta generalizado (ballot) se relaciona con el número de caminos de (0,0) hasta (a, 6) 
inscriptos en un retículo que nunca superan la línea de y = kx (see [TÜ]b 


— A:a-|-l/a + 6 
a 


donde /c > 1, y 6 > afc > 0. 


Ademas, el numero de caminos de longitud 2(/c + l)n + 1 que comienzan en (0, 0) y evitan tocan o cruzar 
la linea y = kx (see ñ) esta dado por la formula: 


2{k + l)n 
2n 


¿=o 




2n-l 


2{k + l)n 


donde n > 1 y /c > 0. 


En el caso mas general tenemos una formula debido a Bizley (see m) expresada como sigue. Sea m = da, 
n = db y d = mcd(m, n), entonces: 


B 


{a,b) 1 fka + kb 

a + b\ ka 


^Ai ^\2 


■B 


(a,b) 


para A; € IM, 
si A = (Al, A 2 ,..., Xi), 
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Es fácil demostrar que el número de caminos de Dyck en m x n ^m,n es: 

l^mnl ■= donde n > 1 y A: > 0. 

’ -^A 

Ahd ^ 

Palabra y camino de ChristofFel. Un camino de Christoffel entre dos puntos distintos P = (0, k) y 
P' = (0, l) en un retículo a x 6 es el camino mas cercano por debajo del segmento PP' (see m)- Pro 
ejemplo , el camino de Dyck de la Figure [I{b) es también Christoffel, y la palabra asociada se llama 
palabra de Christoffel. El camino de Christoffel de un retículo a x 6 es el camino de Christoffel asociado a 
la diagonal de dicho retículo. Como en el caso de los caminos de Dyck, cada camino de Christoffel en un 
retículo fijo a x b se identifica mediante un diagrama Ferrers de la forma (Aa_i, Xa- 2 , ■ ■ ■, Ai) dada por la 
ecuación ©• 


Diagrama de Christoffel. Llamamos diagrama de Christoffel ^a,b al diagrama de Ferrers asociado al 
camino de Christoffel de un retículo a x b. Este es escrito como: 


( 2 ) 


(a — 1)6 


(a — 2)6 


26 


6 ■ 

L u 


a 


a 


aj 


(3) 


Para su uso posterior, definimos dos funciones asociadas al diagrama de Ferrers. 

(a — 1)(6 — 1) + mcd(a, b) — 1 


Qa,b — 


También, sea Aa^b(í) la diferencia entre las casillas de los diagramas de Ferrers diagrams asociados a 
los caminos de Christoffel de a x 6 y a x (6 — 1 ), respectivamente: 


(4) 

donde a< 6 GlN]yl</<a— 1 . 


Aa,6(0 


bl 


( 6 -l)Z 

a 


a 


Diagrama Isósceles. Llamamos diagrama isósceles al diagrama de Ferrers asociado al camino de 
Christoffel de un retículo cuadrado de lado n. Dado un diagrama de Ferrers llamamos el diagrama 
isósceles máximo al mas grande diagrama isósceles incluido en 

Conjunto de Ferrers. Sea el diagrama de Ferrers limitado por el camino 7 . El conjunto de Ferrers 
de es el conjunto de todos loa caminos de Dyck contenidos en 

En las próximas secciones describimos métodos para calcular los caminos de (a, 6 )-Dyck cuando a y 
6 no son necesariamente coprimos en términos de los números de Catalan. Por motivos de simplicidad, 
cada vez que mencionemos un diagrama isósceles estaremos pensando en un diagrama isósceles máximo. 


3. Método de comparación de diagramas de Ferrers 

Sea '^a,b le diagrama de Christoffel de a x 6 . Para establecer los resultados principales necesitamos 
contar el numero de casillas en exceso entre el diagrama del retículo a x b y a x c, con c > 6 . El método 
se desarrolla haciendo borrando las casillas en exceso entre ambos (ver a)- Usando las funciones Qafi Y 
A(j;,(Z), obtenemos las siguientes reglas: 

Regla 1: Si Qa,b = 1 Y ^a,b{i) = Ij hay una sola casilla en una esquina en ^a,c que no pertenece a ’íé’afi- 
Sean ^aiM Y ^a’ p los diagramas de Ferrers obtenidos a partir de borrar de ^a,c el rectángulo 
que contiene la casilla en exceso a (ver Figure [2](b)). 

Estos diagramas de Ferrers no están asociados en general a caminos de Christoffel. Sean 
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(a) Comparación entre '^a,b y ‘^a,c 


(b) y 


Figura 2. Regla 1. 


subconjuntos de los conjuntos de caminos de Dyck contenidos en los diagramas de Ferrers ^ai,bi 
y respectivamente, entonces obtenemos: 

\^a,c\ ~ \^a,b\ — “|ó7ai,6il ‘ |ó7a'j^,6j|) 

Es claro ver que si la casilla a esta situada en la linea inferior del diagrama (/ = a — 1), la 
ecuación se reduce a: 

\^a,c\ l-^ajfel — |i7ai,bi|- 

Regla 2: Cuando Qa,b = k y hay exactamente k lineas differentes de una casilla de diferencia cada 
una necesitamos calcular cuantos caminos contienen dichas casillas (ver Figura [3]), para ello 
construimos una secuencia de conjuntos disjuntos como sigue. Sea Aj el conjunto de caminos 
que no contiene las casillas ai para i > j, donde 1 < j < k. También podemos construir en 
sentido inverso, sea Bj los conjuntos de caminos que no contienen las casillas a* para i < j, 
donde 1 < j < k. 


ZHai 
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Figura 3. Mas de una casilla. 


Es fácil ver que esta estrategia los provee de dos secuencias de conjuntos disjountos dos a dos 
tales que preservan la unión total, usando la Regla [T] para cada Aj o Bj obtenemos: 

k 

\^aA-\^aA = -Y.^\Ja„b,\-\Ja'^,b',\)^ 

i=i 

donde Ja^^bj C &aj,bj, and C 

4. Método de desgomposigión de Diagramas 

Usando el método de comparación (Regla 1), podemos iterar el proceso de borrado de casillas en 
exceso entre un diagrama cualquiera y su respectivo diagrama isósceles ^n- Comenzando por la casilla 
superior derecha (siempre de una esquina) como se muestra en la Eigura [5j Dicha descomposición esta 
dada en sumas y productos. La operación de suma + esta dad por la unión de conjuntos de Eerrers 
disjuntos. Consideremos una casilla (roja) en el borde del diagrama. Una camino contenido puede ser 
escrito como se ve en la figura [H El producto de diagramas x es un diagrama conteniendo todas 
las posible concatenaciones entre un camino de Dick de y uno de . Ambas operaciones relacionan 
los diagramas con el cardinal del cardinal de los conjuntos de Eerrers. Vale aclarar que los diagramas 
isósceles de lado n contienen Cat„ numero de caminos, destacando que el diagrama vacío 1 contiene un 
solo camino. 















































































5 



(a) i¿10w camino contiene la casilla. (b) uOlv camino que no contiene la casilla. 

Figura 4. Separación de diagramas. 


La relación Tí entre los diagramas y los números naturales IKI es definida de forma que si consideramos a 
los diagramas isósceles obtenemos: 

nil) :=1, 

■■= Catn, 

+ ^m) := nw + n{^m), 

niJn X j^m) := n{J^n) ' 


Debido a la definición de las operaciones podemos extender estos resultados a cualquier diagrama, per¬ 
mitiéndonos calcular el cardinal de cualquier conjunto de Ferrers. 


Por ejemplo, el diagrama de Christofel ^ 4^6 es [4,3,1] 


y su correspondiente isósceles es [3, 2,1] 


cuando borramos la primera casilla del diagrama original se divide en dos pares de diagramas asociados 
con las operaciones que simplifican el calculo de los caminos (see Figure [5]). 


M 


X 1 -é DXD 


Figura 5. Primera iteración en la descomposición. 

En la Figura [5l 1 es el diagrama vacío. Podemos repetir este método hasta que todos los diagramas 
sean isósceles (la operación x es distributiva respecto a la operación -|-). 


M 


X 1 X 1 


, X 1 DxD 

+ p|~~| xlxl -|- CHxO 


Figura 6. Descomposición completa del diagrama. 


5. Método alternativo de descomposigión 

Podemos utilizar el método de descomposición de diagramas ya descripto, pero esta vez comparando 
las casillas entre el diagrama ^ y el diagrama isósceles mas pequeño que lo contenga. De esta manera 
obtendremos un desarrollo del diagrama en cual aparezca el diagrama que deseamos calcular. Por 
ejemplo, para el [2,2,1] obtenemos la sígnente descomposición (ver Figura [7]). 
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□ 




Figura 7. Descomposición alternativa. 


Entonces, 


n 


dE: 



= «( 

Cat4 = n ( 



«(- 

- ) = Cat 


C 1 + p[— I X 1 

+ ^ (Fh) 

+ Cat3 


6. Teorema, lema y corolario 

Teorema 1. Dado un diagrama de Ferrers siempre puede ser divido en dos pares de diagramas uno 
resultado de haber horrado una casilla de su borde r multiplicado por el diagrama vacio y el otro resultado 
de haber borrado el rectángulo inferior izquierdo que contiene la casilla t, de forma que no alteren el 
cardinal del conjunto de Ferrers de ¿Tiy. 

Dem. 

Utilizando el Lema ÍLTl queda clara la forma de separación. 

Lema 1.1. Sea un diagrama de Ferrers limitado por un camino de Dyck 7 de S>a,b- Sea r una casilla 
del retículo situada en el borde de nuestro camino 7 de coordenadas {c,d), consideramos los diagramas Éíiy 
y FFry, el primero resultado de haber horrado la casilla r al diagrama íFj y el segundo resultado de haber 
borrado el rectngulo inferior izquierdo que contiene a la casilla t de íFj (ver figura\E). 

a) los conjuntos y son disjuntos, 

b) para todo <5 € ^ existen a y ¡3 fijos tales que 6 = rji + rj 2 donde rji € £ía V ^ 

c) sean = |^| • \S^p\- 

Dem. 

a) sea 5i ^ 3"^ y 62 ^ sean y las palabras asociadas respectivamente. En el caso general son 
distintos estudiaremos en el caso donde podrían no serlo. Como 82 € 3'y, ws^ = ulí)v tel que |tí|o = d, 
|u|i = c — 1 , |u|o = (a — c) — 1 y |í;|i = (6 — d), si vusi = usv tal que |s|o = |s|i = 1 , entonces s / 10 ya 
que por definición de <5i no contiene la casilla r, luego ambos conjuntos son disjuntos. 

b) como 7 G FFy, Wy = ulOv sean a y /3 los caminos tales que Wa = ul y WjS = Ou, donde u y v tienen las 

mismas condiciones que en el item a), obtenemos que para todo 5 ^ í^y, 5 = rji + rj 2 donde 171 G y 

V 2 e 

c) Como 7 = a + /3 y por cada camino que pertenece a 6 £ podemos concatenarlo con cualquier 
camino r} £ para obtener un camino en FFy, luego \S^y \ = \S^a\ ■ \í^p\- 

Corolario 1.1. Para todo diagrama de Ferrers S^y, utilizando la separación según el Teorema\^y la 
relación % obtenemos la cantidad de caminos contenidos |=^| 
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Dem. 

Utilizando el Teorema [T] en forma recursiva hasta obtener solo diagramas isósceles y por el Lema 11.11 
queda claro que cada separación nos da conjuntos disjuntos con respecto a los caminos contenidos, luego 
aplicando Ti. obtenemos el numero total de caminos. 


7. Ejemplos 

En esta sección desarrollamos varios ejemplos para mostrar la aplicación del método. 

7.1. Desarrollo de [1,1]. 



X 1 + 1x1 


n(Q = n{nx 1 + 1 X 1 ) 

= n{nx 1) + 'H{i X1) 

= n{D)-n{i) + n (i) • n (i) 

= n{^ 2 )-'H{l) + 'Hil)-'Hil) 

= Cat 2 + 1 

=2+1=3 


7.2. Desarrollo de [2,2]. 




.a 

X 1 + 


1 x 1 


«O 


T~L ( I I I X IL -|- 1 X 

X 1 ) + (1 X 1 ) 

n{Q^-nii) + n{i)-nii) 
n{j^3)-n{i) + n{i)-n{i) 

Cat 3 + 1 
5 + 1 = 6 


7.3. Desarrollo de [2,2,1]. 



^^x 1 + 1 


n 


n([ 

n{ 


X 1 + 1 xQ) 

xi) +n{ixQ 
) ■'H{i) + n{i) - n 


O 


Cats + 1 + Cat2 + 1 


9 


























7.4. Desarrollo de [3,1,1]. 


ErPx 

^ "x 1 X 1 + 



rmxixi 


n 


^^(g^xlxl+Dxlxl + lxm) 

n +'H{n) + 'H (m) 

^ ( Fh) + "^ (□) + "^ ( 0 ) 

Cat3 “t" Cat2 “1“ Da't2 “1“ 1 
Cata + 2Cat2 + 1 
5 + 4 + 1 = 10 


7.5. Desarrollo alternativo de [3,1,1]. 








X1 + DxD 



“_^x 1 + Dxd) 

=«([ 

-^) +n{n)-n{D) 

Cat 4 = n ( 

+ Cat¡ 



^ = Cat4 — Cat^ = 10 


7.6. Desarrollo de [3,2,2]. 




X 

ixrm 


n 


n 


n 


X 1 + 1 X □ 


^ + ^ (□) 


Cat 4 + Cat 2 


14 + 2 = 16 
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7.7. Desarrollo de [4,3,3,!]. 


X 1+DxD 




Cats + Cat2 • Cat2 

42 + 4 = 46 


7.8. Desarrollo de [5,4,2,!]. 


=1 X 





+ 









J 




1 +Dx^ 

X 1 + 1 X 1 X 

+ Dx^ 


,+nxfc 


n 


Cats + Cat4 + Cata • Cat2 

42 + !4 + !0 = 66 


7.9. Développe de [5, 5,2, 2]. 

Para desarrollar este diagrama hacen falta 8 iteraciones después de las cuales el diagrama queda reducido 
y transformado a un polinomio en números de Catalan como sigue: 


X 1 + 


X 1 


= 1 X 


=1 X 1 X 


X1+1X1X ^+1 x^ ]Xl+lxlxl 
-T xl + lxlxDx 1 X 1 X a:+ 


+ 1 X 1 X p[-p-| xl + lxlxDxl + lxlxl 
=1 X 1 X 1 X 


xl+lxlxlxlx 


E: 


,+ 


“h í- X IL X n X I I I “h í- X IL X I I I H" 1 X 1 X IL X | | | x ]I“t“ 
+ lxlx]Ix]Ixn+lxILxnx]I + ]Ixlxl 


, + DxFh + Fh + Fh + D + D+JI 




f- 

V 


Cats + Cat4 + Cata • Cat2 + 2Cat3 + 2Cat2 + ! 
42 + !4 + !0 + !0 + 4 + ! = 8! 
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7.10. Desarrollo de [7,7,2,2]. 

De forma similar al anterior hacen falta 8 iteraciones para que el diagrama queda reducido y transfor¬ 
mado a un polinomio en números de Catalan como sigue: 


n 



= 3 Cat 2 Cat 3 -|- 6 Cat 2 -|- 5 Cat| 3 Cat 4 -|- Cats -|- 4 


=155 


7.11. Desarrollo de ^§,14 [12,10,8,7,5,3,1]. 


Análogamente a los ejemplos anteriores, en este necesitamoslS iteraciones y el diagrama queda reducido 
y transformado a un polinomio en números de Catalan como sigue: 



=3Cat2 -|- llCat2 -|- 32Cat2Cat3 -|- 10Cat2Cat| -|- llCat2Cat4-|- 

-I- 3Cat2 -|- 22Cat2Cat3 -|- 17Cat| -|- 31Cat2Cat4 -|- 22Cat3Cat4-|- 
-I- 3Cat4 -|- 20Cat2Cat5 -|- úCatsCats -|- 5Cat2Cat6 -|- Cats -|- 5Cat4-|- 
-|- lOCats -|- lOCatg -|- 5Cat7 -|- Catg 


=14985 


8. Árbol de Kréwéras 

El árbol de Kréwéras relaciona en forma inclusiva los caminos de Dyck a travez de sus diagramas de 
Ferrers. Comenzando con el diagrama de Christoffel y descendiendo pasando por todos los diagramas de 
Dyck hasta el diagrama vacío. Por ejemplo el árbol de Kréwéras para ^ 4^6 se ve en la figura [8j 


ID 


& 


u - 



J 

m E 

K 1 




■ I 


fe 

k 

L 


b I 


Figura 8. Árbol de Kréwéras de ^ 4 , 6 - 
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Hemos coloreado en rojo todos los diagramas relacionados con el diagrama [2,2,1] (ver ejemplo 17.311 . 
El numero de diagramas en la rama es exactamente igual al numero de caminos de Dyck, T-i = 9. 
Debido al hecho que el numero de elementos de una rama del árbol es igual al numero de caminos de Dyck 
contenidos en el diagrama podemos contar dichos elementos a partir de nuestro método de descomposición 
de diagramas. 


9. Conclusión 

Como hemos visto el método de descomposición de diagramas resuelve de forma simple y recursiva 
la obtención del numero de caminos de Dyck en los casos mas generales. La desventajas es no conocer 
aun la forma mas efectiva de reducir las iteraciones ya que para algunos casos el numero de iteracio¬ 
nes puede ser muy elevado. Esto puede verse en los ejemplos 17.9117.101 y 17.111 Una opción es el méto¬ 
do alternativo que puede disminuir la cantidad de iteraciones en casos particulares pero la descripción 
es como diferencia y no como suma (ver ejemplos ESD. Hay muchas derivaciones de los métodos co¬ 
mo por ejemplo encontrar el polinomio q-analógico. Todos los algoritmos en SAGE están disponible en 
http://thales.math.uqam.ca/~jeblazek/Sage_Conibinatory.html 
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